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Resumo

Este artigo tem como objetivo analisar e comparar os resultados de dois ciclos de uma intervengao
didatica fundamentada na Metodologia de Pesquisa Baseada em Design (PBD), voltada ao ensino das
integrais de Riemann e de Lebesgue. A intervencdo foi aplicada em turmas distintas da disciplina
Fundamentos de Analise Matematica, de um curso de licenciatura em Matematica, nos anos de 2022
e 2023. Com base na teoria da Imagem do Conceito e Definicdo do Conceito, bem como em principios
de design previamente estabelecidos, foram propostas atividades voltadas ao desenvolvimento do
pensamento matematico avangado. A anadlise dos dados foi feita por meio da categorizagdo das
imagens conceituais em trés niveis, permitindo identificar avangos na compreensao dos estudantes.
Os resultados apontam que os refinamentos realizados entre os ciclos contribuiram para a evolugéo
conceitual dos alunos, evidenciando o potencial da PBD em promover melhorias continuas no ensino
de Matemética.

Palavras-Chave: Integral de Riemann. Integral de Lebesgue. Primitivas. Pensamento Matematico
Avancado. Imagem e Defini¢ado do Conceito.

1 INTRODUGAO

O ensino de Calculo e Analise Real tem sido historicamente reconhecido como
um desafio persistente na formacdo de professores de Matematica. Dentre os
conteudos que geram maior dificuldade destacam-se as integrais de Riemann e de
Lebesgue, cujos aspectos conceituais envolvem niveis sofisticados de abstragéo e
generalizagdo matematica. Estudos nacionais e internacionais apontam que os
estudantes, em geral, operam de forma mecanizada com procedimentos e técnicas,
mas encontram obstaculos na constru¢ao de compreensdes conceituais profundas e
na articulagdo entre diferentes registros de representagdao matematica (Gonzalez-
Martin, 2006; Reis, 2015; Menoncini, 2018).

A analise de questbes do Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes
(Enade), especialmente no tema de integrais, evidencia um desempenho
consistentemente baixo por parte dos estudantes de cursos de Licenciatura em
Matematica, o que tem levado a classificagao da integral de Riemann como um

' silvestreismaeljb@yahoo.com.br
2 vanilde@ufn.edu.br



conteudo de alta dificuldade ao longo de diferentes edigbes da avaliagdo. Esse
contexto revela um problema educacional sistémico, o que refor¢ca a importancia de
buscar alternativas pedagdgicas que contribuam para uma aprendizagem conceitual
e significativa.

Neste cenario, a Metodologia de Pesquisa Baseada em Design (PBD) se
apresenta como um caminho promissor para investigar problemas educacionais
complexos e desenvolver solugdes contextualizadas. Segundo Plomp (2007), a PBD
envolve ciclos de analise de problemas, concepg¢ao, implementagdo, avaliagao e
refinamento de intervengdes educacionais, com o objetivo de gerar conhecimento
pratico e tedrico. A abordagem permite responder a questdes sobre o que funciona,
como e por que, em contextos reais de ensino.

A presente pesquisa, orientada pela PBD e ancorada na teoria de Imagem do
Conceito e Definicdo do Conceito (Tall; Vinner, 1981), propds uma intervencao
didatica estruturada em dois ciclos, aplicada em turmas distintas da disciplina de
Fundamentos de Analise Matematica, em um curso de licenciatura em Matematica de
uma instituicdo publica do interior do estado do Rio Grande do Sul. A analise dos
resultados foi orientada por uma categorizagdo propria dos niveis de imagem do
conceito, permitindo observar a evolucdo dos estudantes e o impacto dos
refinamentos realizados entre as versdes do produto educacional.

Portanto, o objetivo deste trabalho € analisar comparativamente os resultados
dos dois ciclos da intervencédo, destacando as contribuicbes dos refinamentos
realizados para a aprendizagem dos conceitos de integrais de Riemann e de

Lebesgue.

2 METODOLOGIA

A pesquisa adota a Metodologia de Pesquisa Baseada em Design (PBD),
conforme delineada por Plomp (2007), a qual prevé o desenvolvimento e o estudo
sistematico de interveng¢des educacionais em contextos reais, com vistas a resolugéo
de problemas praticos e a construgcdo de conhecimento tedrico. O processo foi
estruturado em dois ciclos de aplicagao, contemplando as etapas de Analise
Preliminar, Prototipagem (concepg¢ao e aplicagao) e Avaliagao.

A PBD valoriza o trabalho colaborativo entre o pesquisador e os profissionais
que atuam diretamente no local da aplicagao. Por essa razao, foi constituido um grupo



de colaboragao composto pelo pesquisador e professores das disciplinas de Calculo
e Analise do curso de licenciatura em Matematica em estudo. Esse grupo teve papel
fundamental em todas as etapas da pesquisa, participando da formulacdo dos
principios de design, elaboragdo e validacdo das atividades, acompanhamento da
aplicacao e discussao dos refinamentos realizados apds o primeiro ciclo.

A construgcdo da proposta didatica foi orientada por principios de design
elaborados a partir da revisdo da literatura, das bases tedricas mobilizadas na
pesquisa e da experiéncia pratica dos profissionais do grupo de colaboragéo. Esses
principios funcionaram como diretrizes estruturantes para a elaborag¢ao das atividades
de cada unidade e, também, para a tomada de decisdes durante os refinamentos entre
os dois ciclos.

Entre os principios formulados, destacam-se: (1) considerar as dificuldades
conceituais relacionadas aos conhecimentos prévios dos estudantes; (2) articular o
uso de software com atividades em lapis e papel, evidenciando as potencialidades e
limitagbes de cada meio; (3) valorizar representacbes graficas na construgcdo de
significados; (4) explicitar a matematica como campo em constante evolugao; (5)
utilizar a nogao de area como raiz cognitiva para o ensino da integral de Riemann; (6)
propor atividades que favorecam a busca por padrées, abstragcdes e generalizagoes;
e (7) organizar a sequéncia de atividades em uma progressao que leve a construgao
e compreensao dos conceitos abordados.

O produto educacional foi inicialmente composto por trés unidades didaticas: (1)
Integral de Riemann, (2) Primitivas e (3) Integral de Lebesgue. Cada unidade contava,
no primeiro ciclo, com oito atividades. No segundo ciclo, houve redugédo e
reorganizagao dessas atividades, visando a melhor adequagao ao tempo disponivel,
maior clareza conceitual e equilibrio entre profundidade e viabilidade didatica.

A pesquisa foi conduzida no curso de licenciatura em Matematica de uma
instituicdo publica do interior do Rio Grande do Sul, na disciplina de Fundamentos de
Analise Matematica. Participaram estudantes de turmas distintas nos anos de 2022
(primeiro ciclo) e 2023 (segundo ciclo). Em 2022 foram 9 estudantes que participaram
da pesquisa. Para a aplicacdo, organizamos 4 duplas e um estudante trabalhou
individualmente (D1, D2, D3, D4 e E1). Ja em 2023, foram 6 estudantes, portanto
organizamos 3 duplas para a aplicagéao (D1, D2 e D3). Em ambos os ciclos, os dados

foram coletados por meio de observagdes em sala de aula, registros em diario de



campo do pesquisador e dos docentes responsaveis pela disciplina em cada ano,
além das producdes escritas dos estudantes.

A analise dos dados foi orientada pela teoria da Imagem e Definicdo do Conceito
(Tall; Vinner, 1981) e utilizou uma categorizagao dos niveis de imagem do conceito —
Inicial, Intermediario e Avangado — desenvolvida no ambito da presente pesquisa. A
comparagao entre os dois ciclos teve como objetivo identificar avangos na construgao
das imagens conceituais e compreender os efeitos dos refinamentos realizados entre

as versoes do produto educacional.

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Esta secdo apresenta os principais resultados obtidos a partir da aplicacéo da
proposta didatica em dois ciclos distintos. O primeiro ciclo permitiu observar aspectos
promissores da proposta, bem como limitagbes que indicaram a necessidade de
ajustes. Ja o segundo ciclo incorporou refinamentos resultantes da analise inicial e
possibilitou avancos qualitativos nas compreensdes conceituais dos estudantes. Ao
final, € apresentada uma comparacgao entre os dois momentos, destacando os efeitos

pedagdgicos das modificacdes implementadas.

3.1 PRIMEIRO CICLO: APLICACAO E RESULTADOS

O primeiro ciclo da intervengao foi realizado no segundo semestre de 2022.
Observou-se um bom envolvimento dos estudantes na realizagdo das atividades e na
compreensao dos conceitos. A Atividade 3.6, por exemplo, abordava a funcao de
Dirichlet, desafiando os estudantes a analisarem sua integrabilidade e refletirem sobre
os limites da definicdo de integral de Riemann. Essa tarefa foi especialmente relevante
para promover o contraste entre diferentes concepgdes de integral e para evidenciar
a necessidade de uma definigdo mais abrangente, como a proposta por Lebesgue. Na

Figura 1 é possivel visualizar a resposta do estudante E1.



Figura 1 - Imagem da resposta do estudante E1 para a atividade 3.6

Atividade 3.6: Considere a fung@o de Dirichlet, f:[0,1] > R definida por

_ (1, sex€Q
f(x)_{O, SexX€ER—Q 1

A fungdo f é Riemann integrével? A fungio f ¢ Lebesgue Integravel?

p\\ Prev2oon 9 A J Ao ¢ ¥
()80, Pois (}3 Viemos g@Setiol mnon«Q,)G

r“\
= »p. vz
! é:&oa U(c.AK) = 0. (/L(Ek\ — (O ‘?_’Hr%’x"ﬂ & 60 \

M0

OLG ‘70560,;

'E)(’a‘s‘ 0en© 5
gre NY} e debes
gue mﬂ?ara'vd

6?32 XDK.LL(fk): e, @ 2O
Ky

Fonte: Autoria propria.
Do ponto de vista das imagens do conceito classificamos essa resposta no nivel

Avancado. No Quadro 1 destacamos as principais evidéncias que caracterizam essa

imagem nesse nivel.

Quadro 1 - Andlise da resposta do estudante E1 para a atividade 3.6

Objetos mais elementares sao
coordenados e encapsulados
em novos objetos.

Os conceitos de somas por falta e por
excesso assumem o estatuto de objetos
matematicos e quando vistos como
processos sdo coordenados e encapsulados
no conceito de integral de Lebesgue.

Demonstragao de uma
compreensdo avangada das
implicagbes matematicas das
propriedades e dominio da
linguagem simbodlica.

O estudante faz uso correto dos simbolos e
propriedades, demonstrando entendimento
dos significados.

N&o apresenta inconsisténcias
entre representagcbes e utiliza
notagdo matematica precisa.

Os conceitos s&o traduzidos simbolicamente
sem erros conceituais. O estudante faz a
escrita algébrica das somas por falta e por
excesso utilizando a notagdo de somatério e
conclui sobre a integrabilidade a Lebesgue.

Desenvolvimento de um
processo matematico altamente
elaborado e estruturado e
articulagao clara das
componentes  processual e
conceitual.

E possivel observar os componentes
processual e conceitual em interagcédo, por
exemplo: ele observa que,
independentemente do particionamento, as
somas inferiores sdo sempre 0 (considerando
que y,_, € o menor valor da fungdo em cada
um dos intervalos da particdo) e as somas
superiores sdo sempre 1 (considerando que
vV, € 0 maior valor da fungdo em cada um dos
intervalos da particdo). A partir disso, o
estudante  conclui que, devido as
propriedades da fungao de Dirichlet, os limites
das somas inferior e superior convergem para
0 mesmo valor. Portanto, sendo integravel a
Lebesgue.

Fonte: Autoria propria.




Apesar do potencial das atividades, a aplicagdo revelou algumas limitagdes. A
auséncia de momentos de sintese ao final de cada unidade dificultou a organizagao
dos conceitos trabalhados. Além disso, algumas tarefas exigiam reformulacao, seja
por excesso de atividades, ou para melhorar os enunciados, procurando melhor
adequar ao tempo.

Com base nos registros em diario de campo, nas discussées com o grupo de
colaboracdo e nas respostas dos estudantes, foram identificados pontos de
refinamentos para o segundo ciclo. Os principais sao:

e Reducao e reordenacao das atividades em cada unidade;
o Reformulagdo de enunciados;
e Insercdo de momentos de sintese estruturados ao final de cada unidade, com

uso de esquemas sinteses.

3.2 SEGUNDO CICLO: REFINAMENTOS E NOVOS RESULTADOS

O segundo ciclo foi realizado em 2023, na mesma disciplina e instituicdo do ciclo
anterior, mas com uma nova turma de estudantes da licenciatura em Matematica. Com
base na analise critica do primeiro ciclo, foram implementados diversos refinamentos
no produto educacional e na forma de aplicacio.

Entre as principais modificagdes estiveram:

e A reducdo da carga de atividades em cada unidade, permitindo maior
profundidade nas discussoes;

e A reescrita de enunciados, buscando maior clareza e alinhamento com os
objetivos conceituais;

e Ainsercdo de momentos de sintese estruturados ao final de cada unidade, com
0 uso de esquemas visuais elaborados pelos estudantes ou coletivamente com
mediacao docente;

Apesar de limitagdes estruturais, como a carga horaria concentrada em um unico
turno, diferentemente do primeiro ciclo em que as aulas eram em dois dias com 2h
aula em cada, os resultados obtidos no segundo ciclo revelaram uma evolugao
qualitativa nas imagens do conceito dos estudantes. As produgdes passaram a
apresentar maior articulagdo entre os elementos do conceito de integral,
demonstrando compreensado mais global da ideia de limite no conceito de integral de

Riemann.



A Figura 2 apresenta um exemplo de esquema sintese da dupla D3 feito ao final
da Unidade 1, no qual se observa a tentativa de integrar diferentes aspectos da
definigdo da integral de Riemann, evidenciando avangos em relagcédo a linearidade

observada no ciclo anterior.

Figura 21 - Esquema sintese sobre o conceito de integral de Riemann da dupla D3

Esquema Sintese: Integral de Riemann

ual a condicdo para que uma funcio [ seja integravel 4 Riemann?

Uma fungdo fcom 4 pontos R Uma fungdo com infinitos
de descontinuidade e limitada pontos de dcscmuimm_lndc ou
em [a,b]. é integrivel a gm] descontinmidade  mfinita em
Riemann? Inte [a, b]. ¢ integravel & Riemann?
De
Riemann
Qual a relaciio entre integrabilidade

(4 Riemann) e continuidade?

%L\\i 0

DY A\ N\ \,.)

Fonte: Autoria prépria.

Nessas produg¢des, observou-se a presenga de generalizagdes, articulagao entre
registros e justificativas em linguagem natural que iam além da aplicagdo de
algoritmos ou técnicas procedimentais.

Esses resultados e, a concentragdo das imagens do conceito nos niveis
Intermediario ou Avancgado, apontam que as alteracdes realizadas no desenho da
intervencdo contribuiram para a compreensdo dos conceitos e para o0

desenvolvimento de aspectos do pensamento matematico avancgado.



3.3 ANALISE COMPARATIVA ENTRE OS CICLOS

A comparagao entre os dois ciclos da intervencao permite evidenciar avangos
importantes no processo de aprendizagem dos estudantes e no aperfeigoamento do
produto educacional.

No primeiro ciclo, os estudantes demonstraram esforgo em articular os conceitos
abordados, mas muitas vezes apresentaram compreensdes fragmentadas, com
dificuldades em estabelecer relagcbes mais amplas entre as ideias. A auséncia de
momentos de sintese estruturados e a quantidade excessiva de atividades
dificultaram a consolidagédo das aprendizagens e a organizagéo dos conteudos.

No segundo ciclo, os refinamentos implementados — como a reformulagao de
atividades, a reducéao e reordenacgao das propostas, e a introdu¢ao dos esquemas de
sintese — contribuiram para tornar as compreensdes mais claras e articuladas. Ainda
que a quantidade de manifestagdes nos niveis Intermediario e Avangado tenha se
mantido semelhante, foi possivel perceber maior profundidade nas respostas dos
estudantes e uma melhor mobilizagdo dos conceitos ao longo das trés unidades.

Um aspecto externo que também impactou a aplicagao foi a diferenga na carga
horaria da disciplina: em 2022, as aulas eram distribuidas em dois encontros semanais
de duas horas; ja em 2023, concentraram-se em um unico encontro de quatro horas.
Essa mudanca influenciou o ritmo de trabalho e a dindmica das discussbes em sala,
exigindo adaptagdes tanto do pesquisador quanto do docente da disciplina.

O Quadro 2 sintetiza os principais aspectos observados em cada ciclo,
destacando os elementos que foram ajustados e seus efeitos sobre a aprendizagem

dos estudantes.

Quadro 2: Comparacéo entre ciclo 1 e ciclo 2 — ajustes e efeitos observados

Maior foco conceitual e aprofundamento nas

Reducéao e reorganizagédo das
atividades por unidade

discussdes; compreensdes mais articuladas
com menos sobrecarga de manipulagdes
matematicas.

Insercéo de esquemas sintese
ao final de cada unidade.

Melhoria na organizacdo das ideias e nas
conexdes entre conceitos ao longo das
unidades.

Reformulagdo de enunciados
para maior clareza e
intencionalidade didatica.

Maior clareza nas atividades; respostas
mais alinhadas ao objetivo conceitual das
tarefas.

Aulas passaram de dois
encontros semanais de 2h para
um unico encontro de 4h.

Ritmo mais lento, exigindo ajustes na
dindmica; dificuldade de foco nas horas
finais da aula.




Concentrados nos  niveis | Compreensoes mais profundas e

Intermediario e Avangado em | justificadas no segundo ciclo, mesmo com

ambos os ciclos. numero similar de classificagdes por nivel.
Fonte: Autoria prépria.

Os resultados reforcam a importancia da avaliagao formativa, da colaboracéo
docente e do uso da Metodologia de Pesquisa Baseada em Design como caminho

para desenvolver intervengdes eficazes e ajustadas a realidade dos estudantes.

4 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma analise comparativa entre dois ciclos de uma
intervencao didatica desenvolvida com base na Metodologia de Pesquisa Baseada
em Design (PBD), voltada a aprendizagem dos conceitos de integrais de Riemann e
de Lebesgue por licenciandos em Matematica. Fundamentada na teoria da Imagem
do Conceito e Definigdo do Conceito, a proposta foi aplicada em turmas distintas, ao
longo de dois anos consecutivos, permitindo o refinamento progressivo das atividades
e estratégias de ensino.

A comparagao entre os ciclos evidenciou que, embora os niveis de imagem do
conceito tenham se mantido majoritariamente nos niveis Intermediario e Avangado,
houve avancos qualitativos significativos no segundo ciclo. Tais avangos ocorreram
mesmo com a reducdo do numero de atividades, o que reforca a importancia da
intencionalidade pedagdgica na organizagdo dos conteudos, da clareza nos
enunciados e da inser¢gdo de momentos de sintese como recursos fundamentais para
favorecer a construcao de compreensdes mais articuladas e profundas.

Os resultados obtidos demonstram que o uso da PBD contribuiu de forma
efetiva para a melhoria da proposta educacional, ao permitir uma escuta atenta dos
dados do primeiro ciclo e a realizagao de ajustes contextualizados. A logica ciclica da
metodologia, aliada a reflexdo colaborativa, mostrou-se potente para aprimorar
continuamente a intervengao e produzir conhecimento relevante para a formacao de
professores.

Como desdobramento, espera-se que os principios de design derivados desta
experiéncia possam orientar novas propostas didaticas voltadas ao ensino de
conteudos matematicos complexos, tanto no ensino superior quanto na educacao
basica. Além disso, destaca-se a importancia de valorizar a articulacado entre teoria e

pratica na formagao de professores, promovendo a construgdo de sentidos mais



sélidos sobre os conceitos matematicos fundamentais na formagao do professor de

matematica.
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